
Rifer i to i l  p iano a un ststema di  r i fer imento caftesiano ortogonale Oxy,si  chiama conica una curval
che ammette un'equazione di secondo gradoll )'

ax2 + 2bxy + ey2 + 2dx -l 2ey * f : 0,( 1 )

(4)

con coefficienti real i.

Ved iamo,  p r ima d i  tu t to ,  come var iano icoe f f i c ien t i  de l l ' equaz ione ( l )d i  l ,  a l  cambiare  deg l i  ass ì
coordinat i .
Operiamo una traslazione d'assi ,  def ini ta dal le relazioni:

( 2 )  x : X * h ,  y : Y + k .

Da i la  (1 ) ,  med ian te  la  (2 ) ,  s i  o t t iene  l 'equaz ione d i  l  ne l  nuovo s is tema d i  r i fe r imento .

a ( X  +  h ) 2  + 2 b ( x +  h ) ( y + k )  +  c ( y  +  h ) 2  +  z d ( x +  h )  +  2 e ( y  + k )  +  f  :  0

Da ques ta ,  eseguendo ica lco l i  ind ica t i  e  r iducendo i te rmin i  s im i l i ,  s i  deduce l 'eouazrone:

( 3 )

dove

AX2 + 2BXY + CY2 + 2DX + 2EY +F :  O,

F :  ah2 + 2bhk t  ck2 a 2dh + 2ek + f  .

Fseguendo invece una rotazione d'assi ,  def ini ta dal le relazioni:

( 5 )  { * : f c o s a - Y s e n c i
l y : X s e n a * Y c o s a ,

s i  o t t iene  da l la  (1 )ancora  un 'equaz ione de l  t ipo  (3 ) ,  i cu i  coe f f i c ien t i  sono:

(c  -  a )sen2a +  2b  cos  2a ,

Dal le (4) e (6) s i  ver i f ica senza di f f icol tà(2) che [sia nel caso in cui  s i  esegua la traslazione d'assi  (2),
s ia  ne l  caso in  cu i  s i  esegua la  ro taz ione (5 )1 ,  r i su l ta :

(7 )

(B)

(e)

a * c : 4 1 - C ;

ac  -  b2  :  AC  -  82 ,  c i oè :

Le (7),  (B) e (9) sussistono anche se i l  cambiamento del s istema cartesiano si  r iduce a invert i re l 'or ien-
tamento  d i  uno deg l i  assr .
;--
I r  A b b i a m o i n d i c a t o i c o e f f i c i e n t r  d i x y , x ,  y , n o n c o n  b , d , e , m a c o n 2 b , 2 c l , 2 e p e r s e m p l i f i c a r e l a s c r i f t u r a d i f o r m u l e s u c c e s s i v e .
(2  j  

Anche  se  i  ca l co l i  sono  l abo r i os i .

( 6 )

a b
b C

A BI
B C ]

a b  d l
D  c  e l :
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peflanto i l valore delle espressioni:

l t :  a l  c

Ellisse

uEl l isse immaginariao

Punto

lperbole

Coppia di rette incidenti

Parabola

Coppia di rette parallele

Coppia di nrette immaginarieo parallele

Coppia di rette coincidenti

,  l a  b l^ -u  -  1  ,  l .

D  C l
? b d l
D  c  e l ,
d e f L

formate con i coefficienti dell 'equazione (1) della curva 1.', resta inalterato quando si esegua un qua-

lunque cambiamento d'assi ,  i l  quale è o una traslazione, o una rotazione, o l ' inversione del l 'or ien-
tamento  d i  uno deg l i  ass i ,  oppure  i l  p rodot to  d i  due (o  p iù )  de l le  suddet te  t ras fo rmaz ion i  e lementar i .

Le tre espressioni 11, ó e A prendono il nome, rispeftivamente, di invariante lineare, invariante qua-
drat ico, invariante cubico del pol inomio:

, lI  \ x  y l  a r  -  2 b x y  -  c y '  .  2 d x + 2 e y  '  [ .

3
Lo s tud io  de l l ' equaz ione (1 )  s i  fonda su l  seguente  teorema,  dovuto  sos tanz ia lmente  a  Eur rno  e  che c i
l i m i t i a m o  d  e n u n c i a r e  l ) '

Scegliendo in modo opportuno il sistema di coordinate cartesiane ortogonali, un'equazione di
secondo grado in due variabi l i :

( 10 ) ax2 12bxy + cy2 + 2dx i  2ey - l  f  :  O,

si  può sempre r idurre a una del le forme canoniche seguent i  (ct ,  {3,  p non nul l i ) :

l )
x'2 v'2

t / 1 n
I  r  a )

lr-

x t )  v '2|  /  1 - n
f  I  - )

lJ'

x '2  v '2
t  '  - n

)  
. f  

i l  
- v '

lJ-

x '2 vt2
1 n

) - 1

lJ'

x '2 v'2
L ì f

lJ'

y '2  -  2px '  :0 .

t )  )
X ' - Q " : U .

t )  )  ^

Y ' +  0 -  :  U .

9) x '2 :  0.

o

2)

3 )

4 )

s)

6 )

7)

B)

X
(

( r )  
La  d imos t raz i one  d i  ques to  t eo rema  s i  t r ova  su  qua l s i as i  t es to  un i ve r s i t a r i o  d i  Ceome t r ì a  Ana l i t i ca

J



Del le  equaz ion icanon iche e lencate ,  le  1 ) ,4 )e  6 )sono g ià  no te :sono le  equaz ion i  canon iche,  r i spe t -t ivamente del l 'e l l isse, del l , iperbole e del la oarabola.
Le equazíoni 2) e B) non sono veri f icate da alcun punto. L 'aggett ivo <immaginano> viene giust i f icatoda considerazioni al le qual i  non crediamo oppoftuno accennare.
La 3) è soddisfatta solo da x ' :0 € y '  :0,  c ioè da un solo punto, r 'or igine del le coordinate.
L'equazione 5) si  può scr ivere come:

(  x '  Y ' \  /  x '  v ' \

\ ; -  p) \ ;+7):o;
è chiaro che essa è soddisfatta da tut t i  e sol i  ipunt i  per cui  almeno uno dei fat tor i  di  pr imo grado èeguale a zero; è chiaro cioè che la curva rappresentaia dal l 'equazione è l , insieme di  queste due retteincident i .

Analogamente, I 'equazione Z),  c i  dà:

( x ' - c r ) . ( x , + o ;  : 9 .

cioè la curva corrispondente è la coppia di rette parallele xt : (y e x, : -.-.
lnf ine, la 9) è un caso part icolare ( l imite) del la 7),  quando cy :  0,  c ioè è una coppia dí ret te coinci-dent i .

{ l,t,srrwti:iont'

Le coniche del tipo s),7), g), essendo spezzate in rette, si dicono degeneri.
Una conica del tipo (2) non è degenere, ma non possiede punti reali; perciò viene detta immaginaria.
Una conica del tipo B) è degenere in rette immaginarie.
Peftanto, le sole coniche che siano reali(dotate di infiniti punti realù e non degeneri sono le ellissi, leiperboli e le parabole.

Dal l 'esame del le forme canoniche 3),5),7),  B) e 9) che rappresentano Ie coniche degeneri ,  r isul tache in  ogn i  caso è :  
A  _  n

Da qui s i  deduce che vale i l  seguente:

*
. r - : - l t : _ ,

; Una conica di equazione:

( 1 0 )  a x 2  + 2 b x y +  c y t  + 2 d x * 2 " y + f : 0 ,

è degenere se, e solo se, ir suo invariante cubico a, dato daila (9), è eguare a zero.

lnfatt i ,  passando (con un cambiamento di  coordinate cartesiane ortogonal i )  dal l ,equazione (10) aduna de l le  fo rme canon iche 3) ,  5 ) ,7 ) ,  B)  e  9 ) ,  l ' i nvar ian te  a  non cambia  d i  va lo re ;  qu ind i  se  è  nu l loper la forma canonìca lo è anche per l 'equazione (10) di  partenza e per qualunque al tra equazioneottenuta molt ipl icando icoeff ic ient i  del la (10) per un' fat tore.ortunt" k lo;e viceversa.

3: l ' . : : ""  
del le forme 1),2),4),6) relat ive a coniche non degeneri ,  r isul ta,pr ima di  tutro, a I  o,  e

Per l 'e l l isse: ó:  - .1
a2

1
-  >o;
p'

'1



Per  l ' i pe rbo le :  6 :  -+ ' * .0 ,
D '

Per la Parabola: ó : 0.

poiché i l  segno di  ó non cambia passando al l 'equazione (10) ad una forma canonica (e inol tre non

cambia anche se si  molt ip l icano i  coeff ic ient i  del la (1 0) per una stessa costante k l0),  possiamo con-

cludere che vale i l  seguente:

'E-
-  i  , . . : t t

' : ' Se la conica (10) è non degenere (L + O), allora essa è:

.'. Un'ellisse (reale o immaginaria), se ó > 0.
' : ' ,  

Un' iperbole, se ó < o.

":' Una parabola, se ó: 0.

Sussiste, inf ine, i l  seguente teorema, di  non faci le dimostrazione, e che perciò ci  l imit iamo a enun-

ciare:
1:  : -  " . : ;  - -
o La conica (10), qualora sia reale e non degenere, è un'iperbole equilatera se, e solo se, ri-

' ; ' '  
s u l t a :  

h : a * c : 0 .
' . Un'ellisse è reale se risulta: /1 A < 0,

, o ed è immaginaria, se risulta: /14 > 0.

Possiamo r iassumere i  teoremi enunciat i  nel  seguente schema:

L*o A:0

ó>0
7 reale (/14 < 0)

Ellisse'
\ immaginaria (/1A > 0)

Punto

ó<0
Iperbole.
Se inol tre:
/r : 0: iperbole equilatera

Rette incidenti
Se inol tre:
/r : 0: rette perpendicolari

A - O Parabola
Rette parallele
(real i  o immaginarie)

4
Sia data una conica di  equazione:

(1) ax2 + zbxy + cYz + 2dx * 2eY -f  f  :  o.

.."a.,'

t:,. Si chiama centro della conica il punto de! piano, se esiste, rispetto al quale la conica è sim-

.,:. metrica; cioè l'eventuale centro di simmetria della conica.

/.



Le coniche che hanno ir  centro si  cr icono coniche a centro.
Sussiste i l  seguente:

::,
' 'ì ' Un punto 5(x6,yo) è il centro della conica di equazione (1)se, e solo se, le coordinate di s',. soddisfano il sistema:

: . .  c l  )  {y*bv+d:o
. , : :  Y  lbx+cy*e :g .

infat t i ,  essendo S(xo,yo) centro di  símmetr ia,  la (1) nel la nuova forma deve avere D:0 ed F .-  0,cioè [v' (4)' n' 2.," 

axo * byo* d : 0, bxo + cyo+ e : o.
Questo sistema è determinato se, e solo se:

I 
bi 

+ o. /'u- ,.*.4-.lr'ùr;,
D  c l '  I

( 3 ) (

Verrf icata la condizione (3),  r isolvendo i l  s istema (2) si  t rovano re coordinate del centro s del la co-

Individuato S(xo,yo),  con la traslazione:

(4 ) x : X * x o  è  y : y j  y o ,

Ll!f i , :"t t ' toonde 
al la traslazione che trasporta l 'origine nel centro di simmerria) la (t)assume la for-

(s)
dove:

(6 )

a X ) + 2 b X Y + c y 2 + F : 0 ,

P - d x o * e y o + f : A
6

se'  invece'  è ó :  0 ,  a l lora la  conica o non ha centro,  se i l  s is tema (2)  è impossib i le ,  oppure ne hainf in i t i ,  se i l  s is tema (2)  è indeterminato 1v.  n.  6) .

' C Per esempio, verificare che l,equazione..

( l )  3 x 2  _ 6 x y + 2 y 2  _ 4 s : _ 2 v *  j : r )

iîr:::;:,;Xi:7::X,,:^ 
a centro? u",?;;À^,"; 

"ri;,;É,,"1;:,,,! i,,! "zione d,assi ta cui nuova orisine è
La conica è a centro,  perché:

Risolvendo i l  s is tema:

,:i; :i:I-: ]l:,-s:-3+0 ' , t " . t @

sr t rova: l*:-!
I ̂ : -',

f  3 x - 3 v - 2 : o

{ - : " *zv+ t :ó .

i r )  E s s e n d o  a x s *  b y 6 + d : g  e  b x 6 * c y o - l  e : 0 ,  r i s u l t a :
r : a x | + 2 b x o y o + c y l + 2 d x 6 + 2 e y o + f  : x o ( a x s + b y o + d l + v s ( b x 6 t c f s - 1 - e )  

+ d x e  * e y o + f  : 0 + o  + d x o + 2 y o + f

5



che sono le coordinate del centro. Con la sostituzione:

, ,<:*-+,  y:y-1,

la (1),  dopo faci l i  calcol i  diventa:

( 2 )  3 x 2 - 6 x Y + 2 Y 2 + 1 : o  c i o è :  g x 2 - 1 B X Y + 6 Y 2 + 2 : 0
J

La (2) poteva ottenersi direttamente dalla (1), ricordando che è:

A:à ,  B -b ,  C : c ,  F :dxo+eyg+ f :+ ,

come lo studente può subito verif icare.

J

Nel numero precedente, abbiamo visto che, data una conica a centro:

(1) ax2 + 2bxy + cyz + 2dx -t  2ey + f  :  0,

e determinato i l  centro (xo,yo),  con la sost i tuzione:

x : X * X o ,  y : Y l y o ,

s i  g iunge a l l ' equaz ione:  '

( 2 )  a X z  + 2 b X Y  +  c Y 2  +  F : 0 .

Una ul ter iore sempl i f icazione del l 'equazione (2),  s i  ha con la seguente trasformazione del le coordi-
na te ;

( 3 )  { :  
:  x ' c o s  a  *  Y '  s e n a

l Y : x ' s e n o * y t c o s a ,

che corr isponde a una rotazione d'assi  di  un angolo a.

Scegl iamo a in modo che r isul t i ,  a trasformazione avvenuta, b '  :  O.

Dal la (6) del  n.2, deve al lora essere:

( c  -  a ) s e n  2 a + 2 b c o s 2 c t : 0  +  2 ( c  -  a )  s e n a c o s a  * 2 b ( c o s 2 a  -  s e n 2 a )  : 0  +

+ (c  -  a )senacoso *  bcos2c-*  bsen2a :  0 .

Dividendo ambo i  membri  per -cos2o, si  ot t iene l 'equazione:

(4 )  b tg2c t  -  (c  -  a ) tg  a  -  b :  O.

Per  i  va lo r i  d ia  per  i  qua l i va le  la  (4 ) ,  a l lo ra  l ' equaz ione de l la  curva ,  ne l le  nuove coord ina te ,  assume
la forma:

( 5 )  a ' x ' 2 + c ' y ' ' + F : 0 .

(



con la quale si  possono ottenere icoeff ic ient i  a '  e c ' ,  senza operare Ie trasformazioni del le coordinate
(4) del n.4 e del le (3) di  questo numero, dopo avere trovato, con la (4), tga e con essa:

Tenendo conto che /1 e ó sono invariant i ,  s i  ot t iene una notevole relazione tra i  coeff ic ient i  del l ,equa-
z i o n e  ( 1 ) e  d e l l a  ( 5 ) :

(6)

s e n 0 :
l s n' Ò *

+\nT@a

t' ;t,,,, ",t- "' 
: : u:..':

O Scrivere sotto forma canonica l,equazione..

( 1 )

Essendo:

I t : a *  c : 1 3 ;  6 :

(2 )

5 2

2 8
: 3 6  >  0 ;  A :

o
9x '2  -  4y '2  :  ! - ,  c ioe :

: - 8 1 ;  / i A : 1 3 ( - 8 1 ) < 0 ,
? o dl
0  c  e l :
d e f I

5 2 4
) a a

4 7  5

la (1) rappresenta un'e//rsse reale:
Risolvendo i l  s is tema:

{ 5 x + 2 y + 4 : 0

I  z"  + By + 7 :  O,  
s i  o t t iene:

Operando la t ras laz ione d i  equazione,  *  :  X -  1

z e y :

5x2  ++xY  +By2  *2
4

| ^ : , *

l.: -+
Y- f ;  s i  ha :

: 0 .

1 1
C O S 0 : : : - -

*J1 +tg2a 
- 

"tr

ut2  ,  , t2^  
*  /  - 1. l  

9  
- ' '

4  1 6

Y
T

= [a ' c ' : a c * b 2

a ' + c ' : 3 * c ,i{

e  C O S Q - . : -  _ - .
-L1/1 +tgza

5x2 + 4xy + By2 + Bx - t  14y* 5 :  0 .

Compiamo ora una rotaz ione d i  un angolo a,  ta le che:

2 t g 2  a  -  3 t g o  -  2 : 0 .  d a  c u i :  l g o  - _ 2 .  t g o :  - +

Si noti che i valori trovati di tga, corrispondono a due direzioni fra loro perpendicolari. per questo,
1

prendendo tga :  - t  non s i  fa  a l t ro che scambiare i  ruol i  degl i  ass i  X e y.

Prendendo tg a:  2,  s i  ha:

s e n o : - - _ L  - *  2  
e

- r / l  + tg Ìa  
-  

, / t

Prendendo i  va lor i  posi t iv i  d i  sen a e cos @, s i  hanno le formule d i  rotaz ione:
(  , ,  r '  2y '
l x -  ,  - -
)  J iJ t

l r -4tY--
L /5 \/5

Con queste formule, la (2) diventa:



Oppure,  p iù sempl icemente,  tenendo present i  le  (6) ,  s i  ha subi to,  a par t i re  dal la  (1) :

(  a ' c '  :  ac  -  b2  : 36

I  a ' +  c '  :  a *  c  - 13 ,

che è un s is tema s immetr ico la  cui  equazione r iso lvente è:

t 2 _  1 3 t * 3 6 : 0 ,

che,  r iso l ta dà:
(  a ' : 9  (  a ' : 4

1.,  -  +,  
oppure:  

1 . '  :  n.

A B l  9
I n o l t r e è :  F : T - - 3 6 : - À

Pertanto si ha subito:

9x '2 + 4y '2 -  
] :  o ,

che è l 'equazione Prima trovata.

Ridurre a forma canonica l 'equazione'. 5x2 + 6xy + 5Y2 - 4y + 4y't 12 :0'

Q u i  è ó : 9 > 0 .

procedendo come nel l 'esempio precedente,  e lo  s tudente sv i luppi  i  ca lcol i  per  eserc iz io,  l 'equazione

data s i  r iduce a l la  forma:

x'2 ty'2
, f 1

4  
-  

1  
- - ' '

che è un 'e l l isse < immaginar ía>-

Così pure'.

a)  l 'equazione:  5x2 + 6xy - l  5y2 -  4x *  4y *4:  0 (ó :  9  > 0) ,  s i  r iduce a:

x'2 v'2
î  

*  
t :  

0 ,  che  s i  r i duce  a l  so lo  pun to  (0 ,0 ) ;

x,2 y,2 ^
b \  l ' e q u a z i o n e ' . 3 x 2 a 1 0 x y + 3 y 2 + 1 6 x * 1 6 y + 1 6 : 0  ( ó : - 1 6 < 0 ) ,  s i  r i d u c e  a  

4  
-  

1  
: o '

'  
che è un iperbole degenere nelle due rette:

x '  -  2Y '  : 9 ,  x '  +  2Y '  :  g '

)

i
&.4

quaz ione:

l ; 4
z la.{i-

che r i su l ta :

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx * 2eY * f : O,

6 : a C - b 2 : 0 ,
la ,p.*u<-t't'-',

rappresentata dal la ( i )o non ha centro, oppure ne ha ini in i t i .

g



In  ogn i  caso s i  sempl t f i ca  la  fo rma de l la  (1 )con una ro taz ione deg l i  ass i  coord ina t i :

{ x : X c o s c ! - y s e n c l
(2 )  {

l y : x s e n a - | Y c o s a ,

dove l 'angolo a è determinato, r isolvendo l 'equazione:

( 3 )  b t g 2  a - ( c * a ) t g a -  b : 0 .

Ne l le  nuove coord ina te ,  l ' equaz ione ( j )s i  r iduce a l la  fo rma:

( 4 )  A X 2 + 2 D X + 2 E Y + f : 0 ,

dove A f  0,  oppure al la forma:

( s )  : Y 2 + 2 D X + 2 E Y + f  : 0 ,

dove C I  0.

Le equazioni (a) o (5) possono poi, eventualmente, essere ridotte alla forma y, : kx2 , x, : hy2, con
una t ras laz ione d 'ass i .

x2 -  2xy + y2 -  10x -  6y, t  25 :  0 .

5'

(Tj Scrivere sotto forma canonica I'equazione:

( 1 )

Essendo:

I  - l

- 1  1
- n

la  conica non è a centro.  Per  la  (3) ,  s i  ha:

- t g2a  *  1  :  0 ,  da  cu i :  
" :  

* ; -

Prendendo 
" :  L  s i  hanno le formule d i  rotazrone:

4 ' (--+*-*,
) 2 2

| ,r, ,D-
l Y :  2  

X - t 2 -  Y .

t rami te  le  qua l i ,  la  ( l )d iven ta :

(2 )  2y2  -  Byry .x  +  2J1y  i  25  :0 .

Con la usol i ta,  t raslazione (Vol.  l ,  Cap. l )  la (2) s i  può anche scr ivere:

y2 :4 { íX,

che è l 'equazione di  una parabola.



t  R idu r re  a  f o rma  canon i ca  l ' equaz ione "4x2  -4xy+y t  +4x -2y  -  3 :0

Procedendo come nel l 'esempio precedente,  e lo  s tudente sv i luppi  ica lcol i ,  s i  t rova:

o  ó : 0 ;

.  tga:  2;  ruotando g l i  ass i  d i  un angolo a s i  ha:

sy '2_ zvEy ' -3 :o  +  5( r ' -+)  4 :o ,
/F

1 /  ì

c h e p o s t o  Y : v '  _  ' = -  
s i  r i d u c e  a 5 Y 2 - 4 : O .

.5

L,equazione data odegenera) in una coppia di rette parallele, di equazioni:

yEv+z :o  .  vEv -2 :0 ,

nel l 'u l t imo s is tema di  coordinate '

)c


